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Введение

В строительстве сооружений древности – пирамид, дворцов, и храмов – применялись плиты и кирпичи, имеющие грани в виде треугольника, четырехугольника, квадрата и некоторых других фигур. С этими же фигурами человек встречался при межевании и измерение земельных участков. Знакомясь с разными геометрическими фигурами, люди стали подмечать их общие свойства. Так появилась наука геометрия, которая достигла высокого развития в Древней Греции в школе Пифагора (VI-V вв. до н.э.).

Пифагор и его ученики развивали не только геометрию, но и арифметику, причем их учение о числах тесно переплеталось с учением о геометрических фигурах. Пифагорейцы составляли из костяшек различные фигуры, изображали числа в виде точек, группируемых в виде геометрических фигур (рис.1,2).




Рис.1. Фигурные числа – треугольные.




Рис.2. Фигурные числа – квадратные.

Такое представление чисел облегчало пифагорейцам (еще раньше вавилонянам) изучать свойства чисел. Числа, которые возможно представить с помощью геометрических фигур, получили в дальнейшем название фигурных. Фигурные числа встречаются не только у пифагорейцев, но и у других греческих ученых: Эратосфена (III-II в. до н.э.), Никомаха (I-II в.), Диофанта (III в.) и др. Фигурными числами также занимались индийские математики.

Простейшими из фигурных чисел являются треугольные числа:

1; 3; 6; 10; 15; 21…

[image: image3.png]



Рис. 3.

На рис.3 эти числа изображены количеством  точек на сторонах треугольника. Последовательность треугольных чисел можно легко составить следующим образом: из ряда натуральных чисел берем первое число 1, затем сумму первых двух (1+2=3), сумму первых трех (1+2+3=6), четырех (1+2+3+4=10) чисел и.т. д.

Квадратными называются числа ряда: 1, 4, 9, 25, …, т.е. квадраты натуральных чисел: 1, 2, 3, 4,… Таким образом  
[image: image4.wmf]n

-е число в ряду квадратных чисел есть 
[image: image5.wmf]2

n
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Выше было указано, что ряд треугольных чисел получается путем последовательного суммирования чисел натурального ряда. А ряд квадратных чисел, можно получить из ряда нечетных чисел: 1, 3, 5, 7, 9,… Действительно, 1+3=4, 1+3+5=9, 1+3+5+7=16.

Один из видных древнегреческих математиков Диофант, живший в III в. до н.э., нашел формулу, связывающую треугольные числа с квадратными. Если обозначить любое треугольное число буквой T, то 8T+1 будет некоторым квадратным числом K. Например, умножая треугольное число 6 на 8 и складывая произведение 48 с 1, получаем 49, являющееся квадратным.

В результате суммирования различных последовательностей чисел греки (V в. до н.э.)  подсчитали:

	1) 
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и др.
	


Для решения некоторых задач из геометрии и механики Архимед вывел сумму квадратов натуральных чисел, хотя ею пользовались и до него:
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Мы видим, что представленные суммы – суммы числовых последовательностей. А прогрессии, в настоящее время, мы рассматриваем  как частные случаи числовых последовательностей, т.е. функций натурального аргумента. (Так, например, арифметическая прогрессия является линейной функцией натурального аргумента, а геометрическая прогрессия – показательная функция натурального аргумента).

В клинописных табличках вавилонян, как и египетских папирусах, относящихся ко II  тысячелетию до н.э., встречаются примеры арифметических и геометрических прогрессий.

Задачи на арифметические (и геометрические) прогрессии имеются и в древнекитайском трактате «Математика в девяти книгах», в котором нет, однако, указаний на применение какой- либо формулы суммирования.

Первые из дошедших до нас задач на прогрессии связаны с запросами хозяйственной жизни и общественной практики, как, например, распределение продуктов, деление наследства и т. д.

В папирусах Ахмеса содержится задача, в которой требуется найти сумму 
[image: image11.wmf]n

 членов геометрической прогрессии, зная первый ее член и знаменатель.

Вообще, слово «прогрессия» латинского происхождения, буквально означает «движение вперед» и встречается впервые у римского автора Боэция (V-VI вв.). Первоначально под прогрессией понимали всякую числовую последовательность, построенную по закону, позволяющему неограниченно продолжать ее в одном направлении, например, последовательности натуральных чисел, их квадратов и кубов. В конце средних веков и в начале нового времени этот термин перестает быть общеупотребительным. В XVII в., например, Дж. Грегори употребляет вместо прогрессии термин «ряд ».

Что же можно сказать о суммирование рядов? Вопросами суммирования рядов занимались и позднейшие китайские математики, возможно под влиянием индийцев. Шэнь Ко (XI в.) в «Рассуждениях Мэн-си», подсчитал число предметов, образующих 
[image: image12.wmf]n

-слойную ступенчатую усеченную пирамиду, в которой стороны прямоугольных слоев последовательно увеличиваются на 1.
Мы знаем, что существуют множества числовых последовательностей. А как суммировать числовые последовательности? Какие способы суммирования существуют? Ответы на данные вопросы мы дадим в проектной работе.

Цели проектной работы: 

1) изучение основных приемов нахождения конечных сумм числовых последовательностей;

2) сравнение различных приемов суммирования.

Задачи: 

1) знакомство с литературой по данному вопросу;

2) овладение основными приемами суммирования.
В книгах [1,2] рассмотрены основные приемы суммирования числовых последовательностей, такие как метод приведения, метод двойного суммирования (использование кратных сумм), аналитические приемы суммирования, исчисление конечных разностей, прием, использующий выражение общего члена суммы (многочлена) через степени. Почти все эти приемы приведены в проектной работе в главе 2.

В книге [3] некоторые подходы к суммированию сформулированы в виде задач. В пособии для факультативных занятий по математике для 7 - 8 классов [4] обращается внимание на геометрический подход к решению задач на суммирование, а также изложены такие приемы суммирования как суммирование разностей, метод двойного суммирования, подробно рассматривается суммирование арифметической и геометрической прогрессий.

Для изложения истории вопросов, связанных с нахождением сумм, были использованы источники [5, 6, 7].

1. Основные понятия и определения

Обозначение для сумм. Часто в формулах конечных сумм ставится многоточие, которое указывает на то, что пропущенное нужно восполнить по аналогии с соседними членами суммы.

Хотя обозначение с использованием  '… ' широко распространено, оно излишне громоздко. Используются и другие способы записи суммы, особенно – форма записи с явными пределами 
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, которая называется сигма - обозначением, поскольку здесь фигурирует греческая буква 
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 (прописная сигма). Это обозначение говорит, что включать в сумму надо именно те члены 
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, номер 
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 которых является целым числом, лежащим между нижней и верхней границами 
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 включительно. Произносится как «сумма по 
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 от 
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 до 
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». Величина после знака 
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 называется общим членом суммы. Иногда используется обобщенное 
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-обозначение: записывается одно или несколько условий под знаком 
[image: image24.wmf]S

, тем самым задается множество значений индекса, по которому следует проводить суммирование.
Это 
[image: image25.wmf]S

-обозначение ввел Жозеф Фурье в 1820 г., и оно вскоре покорило математический мир.

Пусть K – некоторое конечное множество целых чисел. Суммы по элементам из K можно преобразовывать, исходя из трех простых правил:
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здесь p – некоторая перестановка множества K.

Последовательность – это функция, определенная на множестве натуральных или целых неотрицательных чисел. Кроме последовательности 
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 будем часто использовать функцию 
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 целочисленного аргумента 
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Пусть 
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Определение 1. Для функции 
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 функция 
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 определяется следующей формулой:
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Оператор суммирования, который ставит в соответствие функции 
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 функцию 
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 оператор 
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 ставит в соответствие последовательность 
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Определение 2.. Для функции 
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называется конечной разностью первого порядка [2]. ]. Конечные разности более высокого порядка определяются индуктивно:
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(считается, что 
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 – это оператор, который ставит в соответствие функции 
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Последовательности 
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 ставит в соответствие последовательность 
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Проверим линейность операторов 
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 и 
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Воспользовавшись формулами (1.1.1), (1.1.2), (1.1.4) получим, что 
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2. 
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Воспользовавшись формулами (1.1.3), (1.1.6) получим, что
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2. Приёмы суммирования

2.1 . Арифметическая прогрессия

Знаменитая математическая легенда гласит, что в 1787 году в одной из саксонских народных школ произошел такой случай. Учитель, желая занять учеников на целый урок, предложил им сложить все натуральные числа от одного до ста. Не успел учитель написать условие задачи на доске, как один из учеников встал и положил на учительский стол свою грифельную доску с ответом. Следует заметить, что в народных школах каждый ученик имел свою грифельную доску. Когда ученик выполнял задание, он клал свою грифельную доску в стопку на стол учителю сверху. Проверяя решения, учитель знал, что ученик, чья доска легла сверху, сделал решение последним, а тот, чья доска лежит снизу – первым. Естественно, учитель поначалу очень рассердился, решив, что ученик поленился считать аккуратно и сдал свою доску для того, чтобы отделаться от задания. Однако, к удивлению учителя, правильный ответ был написан только на грифельной доске, лежащей в самом низу. Ученика, быстро и правильно решившего задачу, звали Карл Фридрих Гаусс. Впоследствии он стал одним из самых великих математиков в мире.

В этой истории немало вопросов. Как удалось юному Гауссу так быстро сосчитать сумму ста чисел? Почему правильный ответ был только у него? Ошибки остальных учеников легко понять и простить: ведь они сто раз складывали числа; ни разу не ошибиться здесь очень трудно. Гаусс же, по-видимому, вместо этого перемножил какие-то два числа. Например, так: напишем сумму два раза, только второй раз в обратном порядке, и сложим 
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Поскольку таких слагаемых сто штук, 
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Попробуем теперь выяснить, какое свойство слагаемых позволило юному Гауссу так быстро сосчитать сумму ста чисел. Для этого попытаемся методом Гаусса найти сумму чисел 
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Чтобы метод гаусса работал, нужно, чтобы все скобки были равны друг другу:
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Это свойство выполняется, например, для таких последовательностей:

1, 2, 3, 4, …, 1000;
101, 103, 105, …, 197, 199;

3, 6, 9, 12, …, 135;

и вообще для всех последовательностей, у которых разность между соседними членами постоянна. Такие «ряды» называются арифметическими прогрессиями.

Название «арифметическая прогрессия» связанно с тем, что каждый член арифметической прогрессии равен среднему арифметическому двух своих соседей.

Определение. Последовательность, каждый следующий член которой получается из предыдущего добавлением одного и того же числа 
[image: image69.wmf]d

 называется арифметической прогрессией, а это число 
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 называется разностью арифметической прогрессии.

Сумма членов конечной арифметической прогрессии равна полусумме первого и последнего членов, умноженной на количество слагаемых, т. е.
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где 
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 – конечная арифметическая прогрессия, 
[image: image73.wmf]n

 – количество членов арифметической прогрессии.

Пример 1. В концертном зале расположены 10 рядов. В каждом следующем ряду на 20 мест больше, чем в предыдущем. В последнем ряду 280 мест. Сколько всего мест в концертном зале?
 Решение. На самом деле, необходимо выяснить, что именно означает числа, приведенные в задаче. 10 рядов - это то самое 
[image: image74.wmf]n

, 20 мест – это 
[image: image75.wmf]d

, разность прогрессии. Наконец, 
[image: image76.wmf]10
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 – это последний ее член. После того, как стал ясен смысл всех чисел, их можно подставить в готовую формулу:
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Пример 2. Найти сумму всех трехзначных чисел, которые при делении на 11 дают в остатке 5.

Решение. Все такие числа имеют следующий вид 
[image: image78.wmf]115
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. Первое трехзначное число такого вида, очевидно, 104. При этом 
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. Последнее трехзначное число с требуемыми свойствами – это 995, для 
[image: image80.wmf]90
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. Всего таких чисел 82. Тогда получится следующий результат:
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2.2. Геометрическая прогрессия
Зенон Элейский (V в. до Р.Х.), занимаясь весьма сложными вопросами о природе движения, предложил следующее рассуждение, называемое теперь парадоксом Зенона. Представим себе Ахиллеса, который собирается догнать черепаху, находящуюся от него на расстоянии одной стадии (примерно 200 м). Предположим, что Ахиллес идет вдвое быстрее черепахи. Пока Ахиллес дойдет до первоначального положения черепахи, она уползет от него на половину стадии. Пока Ахиллес будет идти пол стадии, черепаха уползет еще на четверть стадии. Затем Ахиллесу останется до черепахи 
[image: image82.wmf]1
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 стадии, на которые она уползет, пока он будет идти эту четверть, потом 
[image: image83.wmf]1
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, 
[image: image84.wmf]1
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 и далее. В результате весь путь Ахиллеса до момента, когда он нагонит черепаху, оказывается разбитым на бесконечное число последовательных участков, каждый из которых вдвое короче предыдущего, и возникает знаменитый парадокс Зенона: с одной стороны, Ахиллес догонит черепаху, ибо идет быстрее, с другой – он без конца отстает от нее на длину очередного участка.

В истории с парадоксом Зенона, возникает последовательность чисел, в которых каждое очередное число в одно и то же фиксированное число раз меньше предыдущего. Такая последовательность  называется геометрическая прогрессия.

Определение. Последовательность, каждый член которой получается из предыдущего умножением на одно и то же число 
[image: image85.wmf]0;1
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, называется геометрической прогрессией, а это число 
[image: image86.wmf]q

 называется знаменателем геометрической прогрессии. 

Сумма членов конечной геометрической прогрессии равна
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(2.2.2) 
где 
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 – конечная геометрическая прогрессия, 
[image: image89.wmf]q

- знаменатель геометрической прогрессии (
[image: image90.wmf]0;1
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).

Определение. Положительное число 
[image: image91.wmf]a

 называется средним геометрическим двух положительных чисел 
[image: image92.wmf]a

и 
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, если 
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(см. рис.4), что иначе можно записать 
[image: image95.wmf]2

abc

=

 или 

[image: image96.wmf]ca

ab

=

.
(2.2.3)
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Рис.4
Свойство геометрической прогрессии. Каждый член геометрической прогрессии за исключением крайних является, с точностью до знака, средним геометрическим его соседей.

Пример 1. Рассмотрим квадрат с площадью 
[image: image98.wmf]S

. Разобьем его на 4 одинаковых квадрата и рассмотрим уголок, составленный из трех таких квадратов. Четвертый квадрат снова разобьем на 4 одинаковых квадрата, из трех из них составим уголок, а с четвертым проделаем ту же операцию и так далее (см. рис.5), пока весь квадрат не окажется разбит на уголки одинаковой формы, но разного размера.
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Рис.5
1.  Доказать, что площади этих уголков 
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… составляют геометрическую прогрессию. Найти 
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2.  Вычислить конечную сумму 
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Решение. Из рисунка 5 видно, что 
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1. Чтобы доказать, что последовательность (#) составляет геометрическую прогрессию найдем следующие отношения для данной последовательности: 
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. В результате получим 
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. Можно заметить, что в итоге получаем постоянную величину. Значит, последовательность – геометрическая прогрессия со знаменателем 
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2. По формуле (2.2.1) вычислим сумму 
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Пример2. Решить предыдущую задачу для случая, когда квадрат делится на 
[image: image115.wmf]2
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 равных квадратов, а уголок берется шириной в 
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Рис.6
Для 
[image: image117.wmf]3
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 это нарисовано на рис.6.

Решение. Из рисунка видно, что 
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1.  Чтобы доказать, что последовательность (##) составляет геометрическую прогрессию найдем следующие отношения для данной последовательности: 
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. Можно заметить, что в итоге получаем постоянную величину. Значит, последовательность – геометрическая прогрессия со знаменателем 
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2. По формуле (2.2.1) вычислим сумму 
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2.3. Суммирование разностей
Этот прием состоит в том, что каждое слагаемое суммы представляется в виде разности двух чисел так, что основная часть слагаемых сокращается, а остаются лишь крайние члены. 
1) Пример 1. Вычислить сумму 
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Решение.
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Пример 2. Вычислить сумму 
[image: image131.wmf]2
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Решение. 
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2) Этот прием основан на нахождении конечных разностей (опр. 2, гл.1).
Пример. Вычислить сумму 
[image: image133.wmf]2222
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Решение.
1. Попробуем найти такую последовательность, разность которой равна 
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. Известно, что такая последовательность 
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 представляет собой многочлен 3 степени:
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Тогда получим, что
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Приравнивая коэффициенты полученного многочлена к коэффициентам многочлена 
[image: image139.wmf]2
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, получим систему из 3 уравнений относительно 3 неизвестных (матрица системы имеет треугольный вид):
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Решая систему, находим коэффициенты 
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2. Так как 
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2.4. Метод приведения
Поясним этот метод на примере. Попытаемся вычислить сумму третьих степеней последовательности натуральных чисел, используя сумму четвертых степеней. Введем обозначения:
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тогда
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Согласно формулам (*)-(***) получим, что
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(2.2.3)
2.5. Суммирование по частям
Следующая формула является преобразованием Абеля:
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(2.2.4.)

Пример. Вычислить суммы:

1) 
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Решение. Для решения данной задачи воспользуемся формулой (2.2.4).

1) Пусть 
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 представляет собой геометрическую прогрессию. Так как a=2 (a – первый член геометрической прогрессии), q=2 (q – знаменатель геометрической прогрессии), то по формуле (2.2.2) данная сумма равна 
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2) Пусть 
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Из пункта 1 данной задачи мы знаем, что 
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Заключение
В проектной работе были отражены некоторые приемы суммирования. Собранный материал поможет расширить математический кругозор учащихся, позволит эффективно решать задачи данного типа школьникам среднего и старшего звена.  
Метод приведения позволяет выразить сумму 
[image: image171.wmf]k

-тых степеней через суммы меньших степеней. Суммирование разностей предполагают решение системы линейных уравнений для нахождения неопределенных коэффициентов. 

В заключение можно отметить, что знать методы суммирования важно и не зря с давних времен многие великие математики занимались этим вопросом.
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